ANALISISMATEMATICO I. ° INSTITUTO
UNIDAD Il . MATRICESY DETERMINANTES.
Matriz .Definicion .

4 307-6890/6968

Es un arreglo rectangular que consta de n filas y m columnas (orden de lamatriz ) .

éall a, L a, l;'
A = §a21 ay L Ao, l:'
A 3
%nl anz L anm u

Se ladenominamatrizn” m 6 matriz de n filasy m columnas .Otra manera de expresarlo es A" ™.

Ejemplos.

élu
»3_él 2 5 r1_€0u0
AV c185 B Ter
g2

A los nimeros que constituyen una matriz se los denomina elementos a; donde i = ndmero de filasy j = nimero de

columnas, esto quiere decir en donde esta posicionado el elemento, por gemplo a,, elemento que estaen la
segunda filay tercera columna.

Otra manera de expresar una matriz es [aij] :

|gualdad de matrices .Definicion.

Dos matrices son iguales s y solo g, tienen e mismo orden y sus elementos correspondientes son iguales.
Mismo orden:

numero de filas de la matriz A= nimero de filas de la matriz B.

ndmero de columnas de la matriz A= nimero de columnas de la matriz B.

Simbdlicamente:

DadasAz[aij] U Bz[bij] resultaA=B U a; =b;" i U" |

Ejemplos.
Determinar cuales de las siguientes matrices son iguales
. N . N O 2u . N
_é0 1 3u _é0 1 3u _x " _é0 -1 3u
A =% ’ B=% ’ C=él 1 D=% .
2 1 -7 2 1 -7 & _75 2 1 -74

MATRICES ESPECIALES.
M atriz Cuadrada. Definicion.

Eslamatriz que tiene e mismo niimero de filas que de columnas.

Ejemplo.

A3’3:

BRE

1 1o
5 3
78

Matriz Fila. Definicion.

Eslamatriz con unafilay cualquier nimero de columnas.
Ejemplo.
A**=[1 -2 (q

M atriz Columna. Definicion.

Es la matriz con una columnay cualquier nimero de filas.

Ejemplo.

7

oC

10
o0
e7(
g3
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Diagonal Principal. Definicion. e INSTITUTO

Dada una matriz cuadrada su diagonal principal es la diagonal que se extiende de la
esquina superior izquierda a la esquinainferior derecha: [all s 8, an; KK a,,

En el conjunto de valores {aij} coni = | 4 3)7—68&)/6968

Matriz nula. Definicion.

Es aquella que tiene cero todos sus elementos. (Se expresa.como 0).
Ejemplo.

22_€0 Ou_H
A ~ &0 OQ‘O

Matriz Trianqular Superior. Definicion.

Sea A una matriz cuadrada de orden n s todos los elementos por debajo de la diagonal principal son0.b A es
triangular superior .

Unamatriz A™ " sedenominatriang. sup.U " i>jb a; =0

Ejemplo:
d 2 -1o
A= -3 4%
0 0 25

Matriz Triangular Inferior. Definicion.

Sea A una matriz cuadrada de orden n s todos los elementos por arriba de la diagonal principal son0O b A es
triangular inferior.

Unamatriz A" " sedenominatriang. inf.U " i§p a; =0

Ejemplo.
¢l 0 0 Ou
A4’4:é2 0O O Oua
é3 4 5 0
g6 1 2 79

M atriz Diagonal. Definicion.

Sea una matriz cuadrada de orden n s todos los elementos por debgjo y por arriba de su diagonal principal son 0 b
es una matriz diagonal.

Esdecir A" " esdiagond U "it jp a,;=0
Matriz Identidad. Definicidn.
Es una matriz diagonal en donde los elementos de la diagona principal son 1. (y se denotacomo | ).

1a, =1sii=]
EslamatrizA™ " que cumple
fa; =0siit |
Ejemplo.
gL 0 0 Oy
|4'4:é0 1 0 Ou
€ 0 1
@ 0 0 1f

M atriz Escalar. Definicién.
Es una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal principal son el mismo nimero.

. ig;=a di=]j
A" " esescalar cuando | D
78;=0 s it

Ejemplo.
22 _ OQ
AT =g 8
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Matriz Traspuesta. Definicion. e INSTITUTO
Es la matriz que se obtiene de intercambiar sus filas por sus columnas.

t
siA"” m_alj’Am n U Afy n = ajj

Ejemplo. 4 307-6890/696¢
. N ., €3 2u

A2'3:§3 '1 5l:| Atazzé_l 10
&2 1 2§ ( ) 85 2§

OPERACIONES CON MATRICES.
Suma de matrices. Definicion.

Si A 'y B son dos matricesdel mismo ordenn” mbP A+B esunamatrizden” m que se obtiene sumando los
correspondientes elementos.

SiAze,:éall a, alS@ y B?3 _?bll b, blSUD A + B_ea11+b11 a, +b, a13+blag
gaﬂ a,, aZSH 3321 23U @21+b21 ay +b22 a23+b23H
Ejemplo.
1) Dadas las matrices
@ 5 & -5
_ u _ u
A_go 49 yB_;s 4@,hallarA+B
gl 24 el -3d

Dos matrices de distinto orden no se pueden sumar.

- YO -19_
2) Encuentre lamatriz X = 5 , Sabiendo que X + g 25" I

Resta de matrices. Definicion.

SiAyB tienenel mismoorden n” mb A - B osea A +(- B) esunamatrizde n” m que se obtiene restando los
correspondientes elementos.
Ejemplo.
1 7¢ s 5 8
sA=% Qv B=& E,hallarA B
g -3 1y & -6 -3

Producto de una matriz por un escalar (nimero real). Definicion.

Si A esunamatriz n” my k esun nimero real (escaar) P lamatriz kA se obtiene de multiplicar K por cada
elemento de la matriz.

&, a; a13u ekall kay, kalSU
kxA=kxa, ay, U ka, ka, kayU

%31 a32 33u 8<a31 kasz kassu
Ejemplo.

S k=5y A= gezgjgbkxA_

M ultiplicacion de matrices. Definicion.

SeaunamatrizA deorden n” myBdeorden p” qb A.B=CdondeCesdeordenn” gU m=p

Se pueden multiplicar dos matrices si y solo s €l nimero de columnas de la primera esigua a nimero defilasde la
segunda.

Ejemplo.
&2 -1 3 o ® 2
=¢0 5 6& B°®*=¢5 1T
1 1 2 -1 29

A®3xB%2=C®? p AXB=
B” A no se puede hacer (Be"2 ><A3'3)
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Determinante: A% det(A) o D(A) - Definicién. e INSTITUTO

A cada matriz cuadrada (n ! n) le esta asociado un nimero A llamado determinante de
esamatriz.

) SSAT'b |A|=a, 4 307-6890/696¢

11) Si A? 2 por definicion

A =|2 3:26- 4x3=-2
[11) Determinante de 3" 3 por definicion.

; 8p A
| A| =la a a.l= 8y 8y Agz Ty, A3 8y Ay Agy B3 - i385 8y - Ay 8y gy - Ap Az Ay
21 %2 9z

aSl a32 a33

M étodo de Sarrus (solo 3" 3).
Se ponen debgjo las dos primeras filas y multiplico las diagonales de 3 elementos.

+@; 3, Q-
+ ay Ay Ayl- = apdxpdg + a,85,a,3 + 83,815,853 - Q138,85 - 8383385, - Agzd Ay

aZl a'22 a23

Ejemplos.
Resolver :
2 -1 1
HDA=3 0 -2
1 -3 5

2) Hallar los valores de x de tal forma que se cumplala siguiente igualdad :
1 -2 3
x-1 -3|_
1 x+2‘_ 1 x O]l.

- X 1 -
M enor complementario: (M ij)

Sea unamatriz cuadrada de orden N P el menor complementario de un elemento a; se obtiene eliminando lafilay
lacolumnaj de lamatriz y hallando e determinante de la submatriz que me queda

Ejemplo.
& -1 16
DadasAzéia 0 -2¢,hdlar
1 -3 59
Mll:
M23:

Adjunto 6 cofactor: (A, )

Consiste en multiplicar & menor complementario por (- 1) .Osea: A, =(- 1" M,

Ejemplo.
& -1 16
DadaA:§3 0 -2%, hdlar:
1 -3 5¢p
All:
A23:
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Matriz cofactor. Definicion. e INSTITUTO
Es lamatriz que se hace con los cofactores de una matriz A.

M atriz adjunta .Definicion.

Es lamatriz formada por los cofactores de la matriz traspuesta de una matriz dada. 4 307-6890/696&
adjA =cof A"

M étodo de L aplace para deter minantes. (o desarrollo defilasy columnas).

Todo determinante de unamatriz A esigual ala sumade los productos fila (o columna) cualquiera por sus
correspondientes cofactores.

|A| =a, C;+a,C,+a,Cy+ L = é a Cij

d=1

n
o]
|Al=a, C; +a, C,+a,; Cy+ L =g a; C,

i=1

Ejemplo.
& -1 16
A=¢3 0 -2
1 -3 5¢p

Desarrollar por lafila 2.
Propiedades de los determinantes.

1) Si son cero todos los elementos de unafila (6 columna) de A b |A[=0

Ejemplo.

2 -5
3 1 =0
0 O

2) Si dosfilas 6 dos columnas son idénticas P |A|=0

Ejemplo.

1
1
1
3

-3
‘11 =0 columna l= columna4

NN O DS

0

3) Si unamatriz estriangular inferior o superior b |A| esigual a producto de los elementos de la diagonal
principal.

Ejemplo.

=2>6X-2)x1=-20

o
[@XeXé) Kep)
1

2 2 1 2 2 1

0 0 0 1 01 -3
A= B=

0 0 2 0 0 2

01 -3 0 0 0 1

P cambiando lafila dos por la cuatro
b |B|=2x1x2x1=4  por propiedad |A| = - 4 b |A=-1B

5) Si laB eslamatriz que se obtiene multiplicando unafila o columnade A por e mismo nimero k b |B| = kA

Ejemplo.

6 10 1 2X3 2x5 2X%7 3 5 7
5 2 1|=|5 2 1|=2|5 2
6 4 3 6 4 3 6 4
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6) El dgterml nante del producto de dos matrices esigual a producto de los e INSTITUTO
determinantes.

A= Ag
MZ N 4 307-6890/696¢
A=E B=8 3

Ae=labE =[5 45 §=(-200=-6

7) El determinante de latraspuesta de A esigual al determinante de A .
A=A

8) El determinante de la matriz inversaes: ‘A'l‘ = ﬁ

w‘ll + bll alZ + b12 a13 + b13 9 w‘ll alZ a13 9 @ll b12 b13 9

9 ¢ Ay ay Ay +=¢Ay Ay Ay ++ Gy 8y Axpt
8 Ay Az Ay g 86131 a; Ampg 86131 Ay Ampg
Ejemplos:

-3

1) ¢ Puede asociar un determinante alamatriz A = g A 6éj’?(;Por qué ?

2) ¢ Puede aplicar laregla de Sarrus pararesolver € siguiente determinante ? ¢, Por qué ?

1 3 0 5

2 -1 2 3

5 4 1 6|

7 0 8 -

Calcularlo .
1 5 0

3) ¢ Como halla directamente e valor del determinante |A| = g 18 g ?
4 8 -1

2-x -3 6
4) Resuelvalaecuacion| 4 1+x -2 [=0.

2 -1 2+X

5) Resolver :
a) [A A" =
a b
byd e f|=
a b
a,, a4, ag; a, a, 2a,
6) Sabiendo que |a,, a,, a,|=4,determinar: |3a,, 3a, 6a,,
; 83 ag ay as 2{;133

M atriz inversa.

Se dice que una matriz cuadrada es inversible s $ una matriz B con la siguiente propiedad:
AxB=BxA =1

P B eslamatrizinversadeA y sedenota A™*

AxAT=A1xA =]

Condicion necesaria y suficiente para que exista matriz inversa.

Dada ATA"",$A U |A|2 0

Una matriz tiene inversa s es cuadrada y su determinante es distinto de O.
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M étodo de la adjunta para determinar la matriz inversa. e INSTITUTO
Engeneral A xadj A =|A|xl, 0 sea:

AD>A xadi A=A"HA|

4 307-6890/6968

1
Al
Ejemplo.
Hallar, s es posible la matriz inversade
-2 106

SRR

EJERCICIOS.
1) 1) Cudl es € orden de las siguientes matrices?.
él 2 8u él -2
a)A=& 6 1 b)B=[2 0 1 -5 c) C=&3 40
g 1 25 g5 8y

é&2 1u _é 1 O
dD=g4 24 ~& 0 1§

P A== adj(A)

f)F=[2]

2) Cud es € vaor del elemento s existe?

a'12 bl4 C23 d 12 eZl f 11
a23 b21 Cll d 22 e23 f 12

3) Decir g estas matrices son iguales.

_él -1 2 _él -1 24
VA= 4 5 B=&3 4 5
_él 2
b)C=g4 44

& 1 , ‘
OE=& 3 =4 3
84 5§ & ¢!

_é8 1 _él 1
dc=5% 2t H= y
)G g 3
[1) Sumar las siguientes matrices:

€2 0 -3) é2 -3 5
aél 4 1u+é1 2 3
gl -6 54 @4 5 6f
€ 40,60 1lu él 2u
b + pi p
)8 e ¥Te 4
o[t 2 J+[4 5 ¢

gl 2 3,61 2
d)@4 3) 6u+@0 1f

> (D
N
030\.)

0 2u
10 125" ¢

B3R
~wo
WN =
[eo ¥ ey iy

£
@ N
A
UjH
1
[es}
EZ\C <
[<=N C
C[P)Cp)
‘?o?&

&1 -2 8y
4 0 -4
1 -1 0§

_..,
N—r
BR®
R ON
oh
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I11) Resolver s es posible.

@ 3 -1 o0
)Sea A= ) B=¢2 0f C=
&5 50 §2 o & o
a) AxB b) B XA c) CxA d) BxC
él 0 Ou
g XA & 1 0uB
‘ €0 0 1§
. & 24
2A=§ o % B=&8 i
& 3
a) A xB b) B XA
e0u
JA=[5 1 2 J :24}3
elq
a) A xB b) B XA
& 2 B a0 1o
HA=C2 1 3 B=¢0 I c=§ 2
1 -1 0g 1 %%
a) A xBxC
V) Resolver:
& 1 40
1)A:§3 0 -5
2 3p
a) A
b) A-A'

O A+A +2AXA!)
d) AxA! +2A°
e) %(A +AY)+3A+2A

2) Efectuar todos los productos posibles.

élu & 2 3
A=t B=[1204 oc=§ %
gl & 1 0g
3) Sean las matricesde R? 3
A=ES 2 o B=8 o 29
Calcular
a)A+B b) -1xB
d) 4A +B) €) 2>XA
A 25 ®3 -25 & X,0
5 6
Hallar:
a)A+B-D=0
b) A +2B=3D

C) 2A + 3B -4D =5A

e INSTITUTO

4 307-6890/6968

CA-B

f) -3A+2xB
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el -1 16 d 2
5)SiendoA:§-3 2 -1 B:§2 4 6 e INSTITUTO
-2 1 0g 32 3
Verificar s esV o F.
a) (AxB)' =B A 4 307-6890/6968
b) A xB =B xA
6) Siendo
R >1 1o
_€0 -30 _él -2 0 _<
A=% p B=% cC=62 30
& 64 B 4 24 81 0
él -2 3
D=&4 0 00 E=[1 -4 7 F=5"
0 -1 2§ &
61 3 1
€, ~ o 4l
¢1 2 3y e 7 %
80 3 0f é U
© | §2 3 1
€ 3 5 44
Calcular:
a) A xB b) 2FE - 5B c) 3EC d) BXD + 2G)
e)2D-;G><D f) AxBxC g) CxF h) D?
i) 3G 3D - 3xG) j) 2H -:;’GxH k) BX(2H + 3D) 1) 2H2
7) Evaluar los determinantes de los siguientes problemas:
2 1
a)
i

-2 -
b | j

2
8) Determinar k s 3 =12
4 k
& 2 3u
9) Enlos siguientes problemas, s A = 24 5 63 determine cada expresion.
& 8 94

a) El menor de a,,
b) El menor de a,,
c) El cofactor de a,,

d) El adjunto de a.,

10) S A= [aijje350’ 50, y el menor dea,, ,, esigual a 20 scuanto vale el cofactor de a,;,, ?.

11) En los siguientes problemas, evalUe €l determinante. Utilice, s es posible, las propiedades de los determinantes.

2 1 1 0 -
2 01 0 1 O
-4 0 1 -1 1
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2 .15 2 -13 e INSTITUTO
-3 4 1 1 -
0 6 - 1 2 -
4 307-6890/696¢
1 2 1 2 -1 1 0 3 2
4 5 2 3 2 4 -1 0 1
7 8 9 -1 :13 2 2 1 0 3
3 -4 1 -1 2 3 -
7 6 O 1 7 -3 8 1 0 0 O
-3 2 0 1 01 -5 0 -20 0
4 -3 0 0 0 1 0O 0 4 0
1 0 O 0 0 0 1 0O 0 0 -
12) Obtenga el valor de x.
a) X "4_06 3 X 2X
7 7 -x b0 x 99|=60
0O 0 x-
13) Utilice las adjuntas para obtener las inversas.
a)§3 - 20 él 30 é2 3 -1
C u €, ql é a
g_ 2 o b) é4 ?l:l C) él 2 1 G
é0 =u &1 -1 3§
é 60 & H
&1 2 -3 é 1 1 3u
é a €4 "5 4
d) é2 1 Oa a 4 12 4 l,J
84 -2 5¢ eggé0 = 0u
€ | & 2
el 1 1o
g2 2 2H
Complemento de g ercicios de determinantes.
al bl Cl
1)Sija, b, c, =12
a3 b3 C3
Encuéntrese el valor de cada uno de los siguientes determinantes:
al a'2 a3 a3 b3 C3
a b, b, b= b)la, b, c,=
Cl C2 C3 al b3 C3
a b, ¢ a +3a, b, +3b, c,+3c,
C) a'2 b2 C2 d) a'2 b2 C2 =
3a, 3b, 3c, a, b, Cs
2) Resolver:
3 A= a b c
b) |d e f=
a b c
3) Sabiendo que:
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all alz a13 all alz 2a13
a, a, a, =4.entoncesdetermine:|3a,, 3a, 6a,,
a31 a23 a33 a31 a32 2a33
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